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Importancia

Introduzidas para sistemas integraveis que tém solucoes
regulares (periddicas e quase-periodicas).

Relacionadas as constantes de movimento.

Importante para definir a integrabilidade de um sistema.

Conveniente para obter as solucdes das equacoes de
movimento. Solucdes simples nessas variaveis.



Sistemas com Um Grau de Liberdade

H(q,p)=p*2m + V(q)

1 Equacao da trajetdria, com energia

p(@,E)=+[2m (E-V(q))]*? E, no espaco de fase (g, p).

Vamos introduzir novas variaveis canonicas,
de angulo e acao (6, /) com as propriedades:
No novo espaco de fase (6, /) atrajetoria ocorre com

| constante e apenas 0 varia.
Equacdes de movimento
‘ - oH
1=O=—§—]-{ 6 = — = constant
00 ol



Essas equacdes podem ser integradas facilmente

: ol :

I=0=—55- 2> H=H(l) ¢g-= glli{=constant=w(|)
=1, 0 =wt+d, w()=0H/oI
AB = w At w(l)=2n/T=0H/ol

2TT=wWT



’V(q)

No espaco de fase, a trajetdria contem uma
area A constante no tempo.

¢ Podemos introduzir a acao /= A e a sua
conjugada canbnica como um angulo 6
(entre O e 2 i)




Trajetorias nos Espacos de fase
(9, p)e (6,

A\ p I, 2
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0 aumenta de 2t em um periodo T w([) = 211-/]":: aH/a]

w € a frequéncia
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Representacao Geomeétrica

Podemos representar as coordenadas de angulo e acao

em um cilindro
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| : eixo vertical e 8 : angulo polar

Cada trajetoria € uma linha circular
com / constante e peridodica em 0

q@ +2n,1)=q(0,])
p@ +2m,I)=p(@0,1)



Exemplo (Percival 1989)

Dado o potencial: Vig)=U tan* aq

\
! tan? ag -
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Espacos de Fase
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Ponto de quilibriocom E=0 I(E) >0 e 1=0paraE=0




V(g) = U tan*aq p@q, E) =+ [2m (E - V(@)
A acao pode ser calculada por . q,
I= — dg [2m (E — U tan® aq)] ¥
Y q,

Sendoq,eq,:  tanaq, = E/U, q,=—q,. (E=V)
Fazendo a integral, obtemos

ol = [2m (E + U)]T - 2m U}}



Obtencao da Hamiltoniana H(l) e da frequéncia w(l)

Formula obtida de | = I(E)

E

al = [2m (E + )} - [2m U}? H
> HO,I)=al [al +2(2mU)7][2m

Frequéncia angular @ =0H/oI =afal+(2mU)?]/m
=2 (£ + U)/m] 8




Exemplo

Bola de massa m, velocidade v, em colisoes

Trajetoria e
elasticas entre duas paredes separadas pela

no espaco de fase

»h distancia d
- -T
| ]
# ' 1) = (2 mFE)
d q Calculo da acao
I= -}- (area of rectangle) = 1 X 2(2mE)’lI X d
- 2w 2T

= d(2mE)? |n = mud/m,

Hamiltoniana  H (1) = E = (wI/d)* [2m



Essas equacdes podem ser integradas facilmente

: ol :

I=0=—55- 2> H=H(l) ¢g-= glli{=constant=w(|)
=1, 0 =wt+d, w()=0H/oI
AB = w At w(l)=2n/T=0H/ol

2TT=wWT



Obter as variaveis de acao e angulo

Um procedimento para obter a acao e angulo:
Obter a transformacao candnica para a funcao geratriz conhecida S,

YD) 352

P"";(ICI) aFY; (1, q)

Com essas equacodes, dadas p, g calculamos |, ©

(q,p)—>(0,1)



Outro Procedimento:
lgualar areas das trajetorias nos espacos de fase (q, p) e

6, /)

0 aumenta de 2t em um periodo T w([) = 211-/]":: aH/a]

w € a frequéncia



Hamiltonina nas Variaveis de Angulo e Ac3o

Transformacao candnica
- (0,1 )
(q’ p) ( ’ ) Areas descritas nos dois espacos de fase sao iguais

No espaco de fase (q, p):
p(q,E)=*[2m (E - V(qg))]?

A(E)= ¢ dq p(g, E)
‘ Vg)=E, i=1,2

.4, 1
=2 | dq [2m(E- V)
d q,
2m
No espago de fase (6, /): AE) = g do I =2nl

Jo
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\ \A(E)\
R q,q T T

q,

A

7

1 (7 ;
IE)= S dq [2m (E - V(@)]?

q,

Invertendo essa equacao, obtemos E (l)

A dimensao da acao | € a do momento angular ou da energia x tempo.
O angulo é sem dimensao



Segundo procedimento para calcular o angulo

As areas OA assinaladas entre duas trajetorias, no percurso entre O e t,
sao iguais. Nesse percurso, as coordenadas variamde Oa qge de 0 a 6.
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No plano p x g a area 0A é
64 = SS dg dp
S

q
S dq [p(q,1+81)—p(q, )]

0

q -
o1 § dq 37 (q.D)+0@ID*

0

p(q, E)=+[2m (E- V(g))]?

No plano/xBaareadAe §4=610(q,])



lgualando as duas expressoes de 6A
obtemos a férmula a ser aplicada para calcular 6

q
0(q) S dq & p@. 1)

o al

q
9 S dq 0@, 1)

0



Variacoes tipicas das variaveis 0 e g, para / fixa.

40(q)

<'— 2n 4q(0)

-QV
Y



Exemplo do calculo de 6

— 2
No potencial de um exemplo anterior V(CI) = U tan“aq

Pela formula vista

q
9(4)-'-‘-% S dg [2m (E(I)- U tan®aq)] #

o



Integrando, obtem-se as relacdes entre g e O:

_dE ! 2 -3
6(q) =m 37 g dq [2m (E — Utan“aq)] *

o

(£
= Sin E q ’

q(0) = '}i sin ™! [(‘EfU)%sineJ

Poroutrolado, @ =it +¢& (w = dE/d]



Funcao geradora para as variaveis de angulo e acao

Transformagdo candnica (Q, p) —> (0 , ])

q
Funcdo geradora  S5(1, @), = S dg p(q, 1)
0

GAY! aS 3
- 002 Relagdes entre as
P aq (1’ q) (1 ) variaveis
7 (vistas anteriormente)
05 0@- 2 [ darien

0



S
ASy (1) = §3dq —
Note que q

§dqp =2nl

Outra funcao geradora Sl (9 , q) = 52 (], q) —-01
0 = 852/81

ASl = AS2 - A(IO)
Funcao periddica em 6

=AS, —IA0=0



Sl (99 q)
| e © e as geradoras S2 (I, Q)
Encontrar
1 2q2
=p*/2m + 31 mw
H(g,p)=p

2 = 2E)
2 2)]% (mw?qi

L " dq [2m (E-; mwq

7= 1 j

w 4,

I=w
/ H(I)=wl  0H/D
= Flw,

= [2mwl - (mwq)* !
p =



q 1 1
6= | d = sin"! [ (: ) }
&o ! [ZI—mwcﬁ] LI\ g

1

21 )’! ,
CI:(———-—- sin 4.
mew

or

q
S2(1,9) = j dg (2mw1—m2w2q2)%
0

1

S1(0,q9)= %quzcote -> p =9S,/0q =mwq cot 8

= (2Imw)’} cos 0



Dois Graus de Liberdade

1
J —

; ; dg; 0, = wt + p; )=,
2713 p q | Oi

Q. =2n/T,



Mapeamento do Sistema Hamiltoniano

, ) E:cte.de movimento
Sistema Integravel

J=J]
H(JMJE):E J2=J(2)
_ 90
o W, w, AU /At AD ﬂl ﬂl-l_mlt
=" = = 0
w, w, AU /At AU, {}2=ﬂz+m2t

S L. :
Se a=—  r,sinteiros (primos)
r

= Orbitas periddicas, s(r)voltasem6 (6))

S
Se a=—

r
= Orbitas quase—periddicas



Trajectory

(a)

Two initial
conditions (4, 0)
withs = 6

« irrational

(b)

Figure 3.1. Motion of a phase space point for an integrable system with two degrees
of freedom. (a) The motion lies on a torus J; = const., J, = const. (b) Illustrating
trajectory intersections with a surface of section 0, = const. after a large number of

such intersections.



*W irrational

Figure 3.2.1. For integrable systems, the twist map consists of trajectories that
densely fill a circle (irrational winding number w) and discrete, periodic points
(rational winding number w). The rate at which a trajectory completes one rev-
olution of the circle depends on the radius. Thus an initial line of points, a,
becomes twisted, b, by the map.



Evolucao de Y

Twist Nao-fwist
(o) >0
Y. Yoes
[ ] >0
Y. Yo
® —@ X ® —@
® >0 o < >0
| 0 Y os am | a2 1; o) ] n

Como pode ser notado, a evolugao para Y € diferente de acordo com 0
tipo de mapa, twist ou nao-twist, sendo monotonicamente crescente
para o primeiro e nao-monotonica para o0 segundo.



Mapas Twist
Mapa de Poincaré: IntersecgOesdas trajetoriasno
planoJ x6 (0, 6=cte.,J >0)

Duas intersec¢cdes sucesivas =

At=2" A0 -0 At=2na
(DZ
a=a(J ) pois, paraE=cte., ] =J (E,J)

‘In+1 = Jm
On+1 =0, + 2na(J, ;1)



Mapas (twist e nao twist) sao conservativos

J

n+1 — Jm

0,,1=0,+ 2na(J,.)

a(']n-*- 1» 9n+ 1)
=10,+J, =1
a(.]m Gn) [ n+1 +1]




Mapa Canbnico para Sistema Hamiltoniano

Sistema Quase Integravel H(J, 8) = Hy(J) + €eH,(J, 0)

Amplitude da perturbacao ¢ ~ 0
Mapa de Poincaré: Intersec¢oesdas trajetoriasno

planoJ x 0, (0,=cte.,]J,>0)

Jn+1 - Jn + €f(‘-’n+19 Qn)a

9n+1=6n+2na( +1)+€g( n+1» )

Funcoes f, g periddicas em 0



